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Επαναληπτικά Θέµατα ΟΕΦΕ 2008

Τα θέµατα προορίζονται για αποκλειστική χρήση της φροντιστηριακής µονάδας
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Γ' ΛΥΚΕΙΟΥ
ΘΕΤΙΚΗ & ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΚΗ

ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗ
ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ

ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ

ΘΕΜΑ 1ο

Α. α. Βλέπε Πόρισµα σελίδα 251 σχολικού βιβλίου.
β. Βλέπε σελίδα 224 σχολικού βιβλίου.

Β. α. (Σ),  β. (Σ),  γ. (Σ),  δ. (Σ).
Γ. α. 0,  β. 8,  γ. 44

ΘΕΜΑ 2ο

α. Η f είναι συνεχής για  x < 0, ως πολυωνυµική και για  x > 0, ως άθροισµα της
τριγωνοµετρικής ηµx µε την σταθερή  c(x) = λ. Στο  x0 = 0  έχουµε:

=
+→
f(x)lim

0x +→0x
lim (ηµx + λ) = λ

11)1)x((µlimf(x)lim
0x0x

=+−=
−− →→

Ακόµα  1f(0) = . Για να είναι η συνάρτηση συνεχής στο x0 = 0  πρέπει και αρκεί:
1λf(0)f(x)limf(x)lim

0x0x
=⇔==

−+ →→

Εποµένως, η ζητούµενη τιµή είναι  λ = 1.
β. Για  x > 0 έχουµε:

x
1ληµxlim0x

f(0)f(x)lim
0x0x

−+
=

−

−
++ →→

1x
ηµxlimx

11ηµxlim
0x0x

==
−+

=
++ →→

Για  x < 0 έχουµε:

x
111)x(µlim0x

f(0)f(x)lim
0x0x

−+−
=

−

−
−− →→

1µx
1)x(µlim

0x
−=

−
=

−→

Για να είναι η συνάρτηση παραγωγίσιµη στο  x0 = 0  πρέπει και αρκεί:
2µ11µ0x

f(0)f(x)lim0x
f(0)f(x)lim

0x0x
=⇔=−⇔

−

−
=

−

−
−+ →→

Εποµένως, η ζητούµενη τιµή είναι  µ = 2.
γ. Είναι π.χ.   f (0) = f(π) = λ, άρα η συνάρτηση δεν είναι 1−1.
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δ. Είναι




≤+
>+= 0xαν1,x
0xαν1,ηµxf(x)

και
=+++=+= ∫∫∫∫∫

−−−

dx1)(ηµxdx1)(xdxf(x)dxf(x)dxf(x) π

0

0

2

π

0

0

2

π

2

 +


 +=
−

0

2

2

x
2
x  [–συνx + x] π

0 = π + 2

ΘΕΜΑ 3ο

α. i. Για κάθε x∈IR  είναι :
f΄(x) = xxxx ex1e1xe1xe1 eeee)'e(1)'(e −+−−−

−=−=⋅−=

Επειδή  01 >−+ xexe   είναι  f΄(x) < 0  στο IR  ,  άρα η f είναι γνησίως φθίνουσα
στο IR

ii. Για κάθε  x∈IR  είναι:
f΄΄(x) = xxx ex1xex1xex1 e)e(1e)'ex(1)'e( −+−+−+ ⋅−−=⋅−+−=−

xex1x e1)(e −+
⋅−=

Έτσι:f΄΄(x) = 0 � (ex – 1) 0e
xex1
=⋅

−+  � ex – 1 = 0 � ex = 1� x = 0
και f΄΄(x) > 0 � x > 0,    f΄΄(x) < 0 �  x < 0

H f είναι συνεχής στο IR µε f΄΄(x) < 0 στο διάστηµα (–∞, 0), άρα στρέφει τα κοίλα
κάτω στο διάστηµα (–∞, 0]. Ακόµα είναι f΄΄(x) > 0 στο διάστηµα  (0,+∞), άρα η f
στρέφει τα κοίλα άνω στο [0, +∞).
Τέλος, η συνάρτηση έχει σηµείο καµπής το (0, f (0)), γιατί εκατέρωθεν του
αλλάζει κυρτότητα και υπάρχει η εφαπτοµένη της γραφικής της παράστασης σ’
αυτό, αφού είναι παραγωγίσιµη.
Είναι  f (0)  =  e1–1  =  e0  =  1 έτσι, η συνάρτηση έχει σηµείο καµπής το (0, 1 ).

β. Θα βρούµε, αν υπάρχουν, τα όρια:
)(elimf(x)lim xe1

xx

−

+∞→+∞→
=   και   )(elimf(x)lim xe1

xx

−

−∞→−∞→
=

Θέτουµε  u = 1 – ex    οπότε:
)e-(1limulim x

xx +∞→+∞→
= = – ∞     και    00-1)e-(1limulim x

xx
===

−∞→−∞→

Τότε είναι:
f(x)lim

x +∞→
= )(elim xe-1

x +∞→
= 0elim u

u
=

−∞→

και
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e)(elim)(elimf(x)lim u

1u

e1

xx

x

===
→

−

−∞→−∞→

Εποµένως, η γραφική παράσταση της συνάρτησης έχει οριζόντια ασύµπτωτη την
y = 0 στο +∞ και την  y = e  στο  −∞.

γ. Με βάση τις πληροφορίες των προηγουµένων ερωτηµάτων σχεδιάζουµε την
γραφική παράσταση της συνάρτησης:

δ. Στο α ερώτηµα βρήκαµε  f΄(x) < 0, οπότε |f΄(x)| = – f΄(x)  και έτσι:

E = dx|(x)'f|0

2
1ln∫  = – dx(x)'f0

2
1ln∫  = – [ ]0

2
1ln

(x)'f  = – f(0) + 



2
1lnf  =

= 2/11e1 1e 2
1ln0

ee e +−=+− −−  τµ

ΘΕΜΑ 4ο

α. Επειδή οι συναρτήσεις f, g είναι συνεχείς, οι συναρτήσεις dtf(t)x

1∫  και dtf(t)x

1∫ ,
που ορίζονται από ολοκλήρωµα, είναι παραγωγίσιµες, έτσι µπορούµε να
παραγωγίσουµε και τα δύο µέλη της (1), οπότε έχουµε:

dt)'g(t)(x2)'dtf(t)( x

0

x

1 ∫∫ =−

ή    f (x) = x g(x) + dtg(t)x

0∫  (3)

Για  x = 0 παίρνουµε:  f (0) = 0 + dtg(t)0

0∫  = 0
Με x ≠ 0 από την (3) έχουµε:

x
dtg(t)

g(x)x
f(x)

x

0∫+=

και:











+= ∫

→→ x
dtg(t)

g(x)limx
f(x)lim

x

0

0x0x

x −∞                   0                  +∞
f΄(x)           −            |            −
f΄΄(x)           −            |            −

f(x)
e                
                       1
                                              0

y

Ο

1

y = 0 xx΄

y = e

y΄

e
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4

Επειδή η g είναι συνεχής στο IR , άρα και στο x0 = 0, είναι )g(0)(glim
0x

=
→

x .
Η συνάρτηση h(x) = dtg(t)x

0∫ , x∈IR, είναι παραγωγίσιµη, άρα είναι συνεχής στο
x0 = 0, οπότε:

0dtg(t)h(0)h(x)limdtg(t)lim 0

00x

x

00x
==== ∫∫ →→

Εποµένως, το όριο:

x
dtg(t)

lim
x

0

0x

∫
→

είναι µορφή 0/0 και υπολογίζεται µε τον κανόνα του De L’ Hospital:

g(0)1
g(x)lim(x)'

dt)'g(t)(
limx

dtg(t)
lim

0x

x

0

0x

x

0

0x
===

→→→

∫∫
Έτσι:

2g(0)x
dtg(t)

g(x)limx
f(x)lim

x

0

0x0x
=










+= ∫

→→

οπότε, τελικά:
2g(0)x

f(x)lim0x
f(0)f(x)lim(0)'f

0x0x
==

−

−
=

→→

β. H (1) για  x = 1 δίνει            –2 = dtg(t)1

0∫                 (4)
Επειδή η g(x) δεν µηδενίζεται και είναι συνεχής στο IR  διατηρεί  πρόσηµο σ’
αυτό. Αν ήταν  g(x) > 0 τότε

dtg(t)1

0∫  > 0 � – 2 > 0
Άτοπο. Άρα είναι   g(x) < 0,   για κάθε  x∈IR .

γ. H (1) για x = 0 δίνει    02dtf(t)0

1
=−∫    �   2dtf(t)0

1
=∫        (5)

Είναι  g(x) < 0 � − g(x) > 0 για κάθε  x∈IR ,  έτσι:

• µε   x ≥ 0  είναι  0dtg(t)0dtg(t)][ x

0

x

0
≤⇔≥− ∫∫ , άρα:  x dtg(t)x

0∫  ≤ 0
• µε   x < 0  είναι  0dtg(t)0dtg(t)][ x

0

0

x
>⇔>− ∫∫ ,  άρα:  x dtg(t)x

0∫ �< 0
Εποµένως, για κάθε x∈IR  από την  (1)  είναι:

x dtg(t)x

0∫  ≤ 0 �  02dtf(t)x

1
≤−∫

� 2dtf(t)x

1
≤∫                                [ 2dtf(t)0

1
=∫  από (5)]

� dtf(t)dtf(t) 0

1

x

1 ∫∫ ≤
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2ος τρόπος:  Έστω η συνάρτηση F(x) =  dtf(t)x

1∫ ,  x∈IR     για την οποία
F΄(x) = f (x). Από την (3), αφού g(x) < 0, βρίσκουµε:

• µε   x > 0  είναι  f (x) = x g(x) + dtg(t)x

0∫  < 0 � F΄(x) < 0
• µε   x = 0  είναι  f (0) = 0 � F΄(x) = 0
• µε   x < 0  είναι  f (x) = x g(x) + dtg(t)x

0∫  > 0 � F΄(x) > 0
οπότε η F(x)  έχει µέγιστο το  F(0), άρα για κάθε x∈IR  :

F(x) ≤  F(0) � dtf(t)dtf(t) 0

1

x

1 ∫∫ ≤

δ. (Απόδειξη µε Rolle σε αρχική).  Θεωρούµε την συνάρτηση:
Η(x)  = 2xdtg(t)2dtf(t) x

0

x

0
−− ∫∫  µε x∈[0, 1]

Επειδή οι  f, g  είναι συνεχείς, οι συναρτήσεις dtf(t)x

0∫  και dtg(t)x

0∫  ως οριζό-
µενες από ολοκλήρωµα, είναι παραγωγίσιµες. Ακόµα η   είναι παραγωγίσιµη,
ως πολυωνυµική, άρα  η Η(x), ως αλγεβρικό άθροισµα παραγωγίσιµων συναρ-
τήσεων, είναι:
• Παραγωγίσιµη  στο πεδίο ορισµού της, άρα και στο (0, 1) µε

Η΄(x) = f (x) − 2g(x) − 2
• συνεχής στο [0, 1], ως παραγωγίσιµη σ’ αυτό.
Ακόµα:

• Η(0) = 0 και
Η(1) = 2dtg(t)2dtf(t) 1

0

1

0
−− ∫∫

���� 2dtg(t)2dtf(t) 1

0

0

1
−− ∫∫

= −2 − 2·(−2) −2 = 0                      [ από (4) και  (5) ]
Εποµένως, εφαρµόζεται για την Η(x) το θεώρηµα του Rolle, οπότε υπάρχει
τουλάχιστον ένα ξ∈(0, 1) µε

Η΄(ξ) = 0 � f (ξ) − 2g(ξ) − 2 =0 � f (ξ) = 2g(ξ) + 2,
που σηµαίνει ότι το ξ είναι ρίζα στο (0, 1) της εξίσωσης  f (x) = 2g(x) + 2.


